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YARI PLATONİK TOR YÜZEYLERİ  
Gülsün TANOĞLU 
Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 
Tez Danışmanı: Prof. Dr. Adnan MELEKOĞLU 
2020, 39 sayfa 
Bu çalışmanın amacı tor yüzeyleri üzerindeki düzgün hiperfigürleri tanıtmak ve 
bunların bazı geometrik, topolojik ve cebirsel özelliklerini incelemektir. 
Birinci bölümde kısaca tezin özeti verilmiştir. 
İkinci bölümde tez çalışması için gerekli olan temel bilgilere yer verilmiştir. 
Üçüncü bölümde Öklid düzlemi ve tor yüzeyleri üzerindeki düzgün hiperfigürler 
tanıtılmıştır. 
Son bölümde ise tor yüzeyleri üzerinde tipi (3, 3, 3), (2, 3, 6) ve (4, 4, 2) olan 
düzgün hiperfigür aileleri tanıtılmış ve bu ailelere ait olan düzgün hiperfigürlerin 
bazı cebirsel ve geometrik özellikleri incelenmiştir. 
Anahtar Kelimeler: Figür, Düzgün figür, Hiperfigür, Düzgün hiperfigür, Tor 









































                                  ABSTRACT 
QUASI PLATONIC TORI  
Gülsün TANOĞLU 
Master of Science Thesis, Department of Mathematics 
Supervisor: Prof. Dr. Adnan MELEKOĞLU 
2020, 39 pages 
The aim of this study is to introduce the regular hypermaps on tori and investigate 
some of their geometric, topological and algebraic properties.  
In the first chapter the thesis is summarized briefly. 
The second chapter is devoted to basic concepts which are required in the 
subsequent chapters. 
In the third chapter, the regular hypermaps on the Euclidean plane and tori have 
been introduced.  
In the last chapter, regular hypermap families consisting of regular hypermaps of 
types (3, 3, 3), (2, 3, 6) and (4, 4, 2) have been introduced and some algebraic and 
geometric properties of their members have been investigated. 
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KISALTMALAR VE SİMGELER DİZİNİ  
𝒜                    :  Cebirsel hiperfigür 
𝐴𝑢𝑡 (𝒜 )         :  𝒜’nın tüm otomorfizmalarının grubu 
?̊?                      :  𝐴 kümesinin içi 
𝐴𝑛                    :  𝑛. dereceden alterne grup 
𝐴𝑢𝑡+ ℳ         :  ℳ figürünün konform otomorfizmalarının grubu 
𝐴𝑢𝑡 ± ℳ        :  ℳ figürünün tüm otomorfizmalarının grubu 
𝐴𝑢𝑡+ 𝑋            :  𝑋 yüzeyinin konform otomorfizmalarının grubu 
𝐴𝑢𝑡 ± 𝑋          : 𝑋 yüzeyinin tüm otomorfizmalarının grubu 
ℂ                      :  Karmaşık sayılar kümesi  
𝐺𝑘                    :  k noktasının yörüngesi 
𝒢                      :  Çizge (graf)  
ℋ                    :  Topolojik hiperfigür 
ℋ̂                     :  Evrensel topolojik hiperfigür 
ℳ                    :  Figür 
{𝑚, 𝑛}              :  Figürün tipi 
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𝑇 bir tor yüzeyi olsun. Bu durumda 𝑓 ve 𝑔 karmaşık düzlemde ℂ lineer bağımsız iki 
öteleme ve 𝐺, bileşke işlemine göre bu iki öteleme tarafından üretilen grup olmak 
üzere, 𝑇 = ℂ/𝐺 biçiminde ifade edilebilir. Eğer 𝐺 grubu bir (2, 𝑚, 𝑛) üçgensel 
grubu tarafından normal alt grup olarak içeriliyorsa 𝑇 yüzeyi her bir köşede 𝑛 tanesi 
bir araya gelecek biçimde 𝑚 kenarlı eş düzgün çokgenlere ayrılabilir. Böylece 𝑇 
üzerinde düzgün çokgenlerin kenar ve köşelerinin belirlediği ve düzgün figür olarak 
adlandırılan bir çizge mevcuttur. Burada 𝑚 kenarlı eş düzgün çokgenlere düzgün 
figürün yüzleri denir. Küre üzerinde, Öklid düzleminde ve tor yüzeyleri üzerinde 
bulunan düzgün figürler üçüncü bölümde detaylı olarak incelenecektir. 
Eğer 𝐺 grubu bir (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgensel grubu tarafından normal alt grup olarak 
içeriliyorsa, 𝑇 yüzeyi, kenar sayısı aynı olan çokgenler eş olmak kaydıyla 𝑙, 𝑚 ve 
2n kenarlı düzgün çokgenlere bölünebilir. Böylece 𝑇 üzerinde hiperköşe, hiperkenar 
ve hiperyüzleri sırasıyla 𝑙, 𝑚 ve 2𝑛 kenarlı düzgün çokgenler olan bir hiperçizge 
bulunur. Bu durumda 𝑇 ye yarı Platonik tor yüzeyi denir. 
Yukarıda bahsedildiği gibi, her tor yüzeyi Öklid düzleminde lineer bağımsız iki 
ötelemenin bölüm uzayı olarak ele alınabilir. Dolayısıyla bir tor yüzeyi üzerinde tipi 
(𝑙, 𝑚, 𝑛) olan bir düzgün hiperfigür verilmiş ise bu düzgün hiperfigür de Öklid 
düzlemi üzerindeki bir düzgün hiperfigürün bölüm uzayı olarak ele alınabilir. Daha 
sonra görüleceği gibi, Öklid düzleminde bulunan bir düzgün hiperfigürün tipi 
(4, 4, 2), (2, 4, 4), (3, 3, 3), (2, 3, 6), (2, 6, 3) veya (6, 3, 2) dir. Böyle bir düzgün 
hiperfigürün tüm otomorfizmalarından oluşan grup; (4, 4, 2), (2, 4, 4), (3, 3, 3), 
(2, 3, 6), (2, 6, 3) veya (6, 3, 2) üçgensel grubuna izomorftur ve sonlu değildir. 
Herhangi bir tor yüzeyi üzerinde bulunan bir düzgün hiperfigürün tüm 
otomorfizmalarından oluşan grup ise, (4, 4, 4), (2, 4, 4), (3, 3, 3), (2, 3, 6), (2, 6, 3) 
veya (6, 3, 2) üçgensel grubunun bir homomorfizma altında görüntüsüdür ve 
sonludur. 
Tipi (𝑙, 𝑚, 𝑛) olan ve Öklid düzleminde bulunan bir düzgün hiperfigürün tüm 
otomorfizmalarından oluşan grup ; 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 hiperfigürün üç yansıması olmak üzere, 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐|𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)𝑙 = (𝑏𝑐)𝑚 = (𝑐𝑎)𝑛 = 1⟩           (1.1) 
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biçimindedir. Yani (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgensel grubuna izomorftur. Eğer aynı hiperfigür bir 
tor yüzeyi üzerinde bulunuyorsa, bunun tüm otomorfizmalarından oluşan grup sonlu 
olduğundan (1.1) de verilen bağıntılara en az bir bağıntının daha eklenmesi gerekir. 
Verilen bir hiperfigürün komşu hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzlerinin merkezleri 
geodezik doğru parçalarıyla birleştirilirse, hiperfigürü üzerinde bulunduran tor 









  radyan olan üçgenlere 
bölünmüş olur. Bu üçgenlerden herhangi birinin kenarları üzerindeki yansımalar 
hiperfigürün tüm otomorfizmalarından oluşan grubu üretir. Bu üçgenlerden 
herhangi birinin köşelerini sabit tutan ve mertebeleri sırasıyla 𝑙, 𝑚 ve 𝑛 olan 
döndürmeler 𝑋, 𝑌, 𝑍 olsun. Bu döndürmeler söz konusu hiperfigürün tüm konform 
otomorfizmalarından oluşan grubu üretir. Bu grup, (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgensel grubunun 
indeksi 2 olan bir alt grubudur ve  
                                  ⟨𝑋, 𝑌, 𝑍|𝑋𝑙 = 𝑌𝑚 = 𝑍𝑛 = 𝑋𝑌𝑍 = 1⟩                  (1.2) 
biçiminde ifade edilebilir. 
Öklid düzleminde ve tor yüzeyleri üzerinde bulunan düzgün hiperfigürler üçüncü 
bölümde detaylı olarak incelenecektir. 
Herhangi bir tor üzerinde tipi aynı olan sonsuz düzgün hiperfigür bulunur. Bunun 
temel sebebi, Öklid düzleminde aynı çokgene benzer, ama alanları farklı olan 
sonsuz çokgenin bulunmasıdır. Küre ve hiperbolik düzlemde benzer çokgenler eş 
oldukları için bu durum söz konusu değildir.  
Bir düzgün hiperfigürün herhangi bir yansıması; eğer hiperfigür Öklid düzleminde 
ise bir doğruyu, bir tor yüzeyi üzerinde ise bir veya iki basit kapalı eğriyi sabit tutar. 
Hiperfigürün, söz konusu doğruyu veya eğrileri kümesel olarak sabit tutan konform 
otomorfizmaları mevcuttur. Bu otomorfizmalar ilgili sabit eğrinin dönel 
otomorfizmaları olarak adlandırılır. Verilen düzgün hiperfigürün tipine göre dönel 
otomorfizmalar eşlenik sınıflarına ayrılır. (Melekoğlu, 2008) tarafından her bir 
eşlenik sınıfına ait bir eleman verilmiştir. Eğer hiperfigür Öklid düzleminde ise 
dönel otomorfizmaların her biri bir ötelemedir ve dolayısıyla bunların mertebeleri 
sonlu değildir. Eğer hiperfigür bir tor yüzeyi üzerinde ise bu otomorfizmaların 
mertebeleri sonlu olmak zorundadır.  
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Daha sonra görüleceği gibi, her pozitif tamsayı bir düzgün hiperfigüre ait bir dönel 
otomorfizmanın mertebesi olabilir. Ayrıca istisnai durumlar dışında mertebe 
büyükçe söz konusu hiperfigürün hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüz sayıları da 
artacaktır. Dolayısıyla dönel otomorfizmaların bazı cebirsel özellikleri ile ilgili 
hiperfigürün geometrik özellikleri birbirlerini etkilemektedir. 
Üçüncü ve son bölümde, tor yüzeyleri üzerinde tipi (3, 3, 3), (2, 3, 6) ve (4, 4, 2) 
olan düzgün hiperfigür aileleri tanıtılacaktır. Ayrıca, yukarıda bahsedilen dönel 
otomorfizmalar kullanılarak, bu ailelere ait olan düzgün hiperfigürlerin 
otomorfizma grupları ve hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüz sayıları gibi bazı 

















2. TEMEL BİLGİLER 
2.1. Grup Etkisi 
𝐺 bir grup ve 𝑋 ≠ ∅ bir küme olsun. 𝐺 grubunun birim elemanı 𝑒 olmak üzere, her 
𝘹 ∈ 𝑋 ve her 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 için aşağıdaki şartları sağlayan 𝜑 ∶ 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 
dönüşümüne 𝐺 grubunun 𝑋 kümesi üzerine bir etkisi denir: 
 (𝑖) 𝜑(𝑒, 𝑥) = 𝑥, 
(𝑖𝑖) 𝜑(𝑔1𝑔2, 𝑥) = 𝜑(𝑔1, 𝜑(𝑔2, 𝑥)). 
Örnek 2.1.1.  𝑋 bir topolojik uzay 𝐺 = {𝑔 | 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋 bir homeomorfizma} olsun. 
𝐺 kümesi fonksiyonlarda bileşke işlemine göre bir gruptur. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝑋 
ve her 𝑔 ∈ 𝐺 için, 𝜑 ∶ 𝐺 ×  𝑋 → 𝑋 ve 𝜑(𝑔, 𝑥) = 𝑔(𝑥) şeklinde tanımlanan 𝜑 
dönüşümü 𝐺 grubunun 𝑋 kümesi üzerine bir etkisidir. Çünkü her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 
𝜑(𝑒, 𝑥) = 𝑒(𝑥) = 𝑥 ve her 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 için,  
𝜑(𝑔1𝑔2, 𝑥) = 𝑔1𝑔2(𝑥) = 𝑔1(𝜑(𝑔2, 𝑥)) = 𝜑(𝑔1, 𝜑(𝑔2, 𝑥)) 
eşitliği sağlanır. 
2.2. Temel Bölge 
𝑋 bir topolojik uzay ve 𝐺 = { 𝑔 | 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋 bir homeomorfizma} olsun. Bu 
durumda 𝑋 uzayının aşağıdaki özellikleri sağlayan kapalı bir 𝐴 alt kümesine 𝐺 
grubu için bir temel bölge denir: 
(𝑖) ∪𝑔∈𝐺 𝑔(𝐴) = 𝑋, 
(𝑖𝑖) Her 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ {𝑒} için, ?̊? ∩ 𝑔(?̊?) =  ∅.  
Burada 𝐴 kümesinin içi ?̊? notasyonu ile gösterilmektedir. 
Örnek 2.2.1. 𝑓 ∶  ℂ → ℂ ve 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 1 olarak tanımlanan 𝑓 fonksiyonu sonsuz 






                                
 
                                                                    𝑲 
                                    0                 𝑧                      𝑧 + 1 
                                                            
                                            
Şekil 2.1  〈𝑧 → 𝑧 + 1〉 grubu için bir temel bölge 
Örnek 2.2.2.  𝑓 ∶  ℂ → ℂ ,  𝑓(𝑧) = 𝑧 + 1 
                      𝑔 ∶  ℂ → ℂ ,   𝑔(𝑧) = 𝑧 + 𝑖 
ile tanımlanan 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları sonsuz bir 𝐺 = 〈𝑓, 𝑔〉 grubunu üretir. Şekil 2.2  
de verilen 𝐾 kümesi bu 𝐺 grubu için bir temel bölge olur. 
 
                               𝑧 + 𝑖 
                                                                   𝑲                             
                                                           
                                     𝑧                                      
                                                            
                                      0               𝑧                       𝑧 + 1 
   
   
Şekil 2.2  〈𝑧 → 𝑧 + 1, 𝑧 → 𝑧 + 𝑖〉 grubu için bir temel bölge 
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2.3. Bölüm Uzayı (Yörünge Uzayı) 
Tanım 2.3.1. 𝐺 bir grup, 𝑋 ≠ ∅ bir küme ve 𝜑 ∶ 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 𝐺 grubunun 
𝑋 kümesi üzerine bir etkisi olsun. 𝑘 ∈ 𝑋 için, 𝐺𝑘 = { 𝜑(𝑔, 𝑘) = 𝑔(𝑘) | 𝑔 ∈ 𝐺 } 
kümesine 𝑘 noktasının yörüngesi denir. 
Tanım 2.3.2. 𝑋 bir topolojik uzay ve 𝐺, 𝑋 uzayına etki eden bir grup olmak üzere 
𝐺𝑘 kümesi, 𝑘 ∈ 𝑋 noktasının yörüngesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için,  
"𝑥𝛽𝑦 ⟺ 𝑦 ∈ 𝐺𝑘" 
olarak tanımlanan 𝛽 bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. Bu denklik bağıntısı 𝑋 uzayını 
denklik sınıflarına ayırır. 
 Bu denklik bağıntısına göre 𝑘 elemanının denklik sınıfı, 𝑘 elemanının yörüngesidir 
ve denklik sınıflarının oluşturduğu 𝑋 𝛽 = {𝐺𝑘  | 𝑘 ∈ 𝑋} ailesi de bölüm kümesidir.  
𝜋(𝑥) = 𝐺𝑘 olarak tanımlanan 𝜋: 𝑋 → 𝑋 𝛽 fonksiyonu da bölüm fonksiyonudur. Bu 
durumda, 
𝜏 = { 𝐴 ⊂ 𝑋 𝛽 | 𝜋−1(𝐴) kümesi 𝑋 uzayında açıktır } 
olarak tanımlanan 𝜏 ailesi 𝑋 𝛽 kümesi üzerinde topoloji oluşturur.  
Bu topolojiye bölüm topolojisi denir. 𝑋 𝛽 kümesi bu topolojiyle birlikte 
düşünüldüğünde bir topolojik uzaydır ve 𝑋 𝛽 topolojik uzayına bölüm uzayı veya 
yörünge uzayı denir. Burada 𝑋 𝛽 bölüm uzayının elemanları 𝐺 grubuna göre 
yörüngeler olduğundan, 𝑋 𝛽 yerine 𝑋 𝐺 notasyonu kullanılacaktır. Ayrıca, 𝑋 𝐺 
geometrik olarak şu şekilde elde edilir. 𝐾, 𝐺 grubu için bir temel bölge olsun. Temel 
bölge tanımından dolayı 𝐾 kümesinin iki farklı iç noktası aynı yörüngede 
bulunamaz ama sınırı üzerinde birden fazla nokta aynı yörüngede bulunabilir. 
Burada 𝐾 kümesinin sınırı üzerinde aynı yörüngede bulunan noktalar uygun şekilde 
birleştirilirse 𝑋 𝐺 uzayı elde edilir. 
Örnek 2.3.3. Karmaşık düzlemde 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 1 ve 𝑔(𝑧) = 𝑧 + 𝑖 biçiminde 
tanımlanan iki ötelemenin ürettiği grup 𝐺 olsun. Bu durumda, köşeleri 0, 1, 𝑖, 1 + 𝑖 
olan kare 𝐺 grubu için bir temel bölgedir. Bu temel bölgenin aynı denklik sınıfında 




                                          
 
                                                                                                                                                                                   
 
Şekil 2.3 İki öteleme tarafından üretilen grubun bölüm uzayı 
2.4. Üçgensel Gruplar 









  olan bir 𝑇 üçgenine 




























< 1 ise hiperbolik düzlemdedir. Bu tez 
çalışmasında hiperbolik düzlemdeki üçgenler ele alınmayacaktır. 
𝑇, Öklid düzleminde bir  (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgeni ve bunun kenarları üzerindeki 









  radyanlık döndürmeler 
sırasıyla 𝐴, 𝐵, 𝐶 olsun. Bu döndürmeler,  
                                   𝐴𝑙 = 𝐵𝑚 = 𝐶𝑛 = 𝐴𝐵𝐶 = 1                                          (2.4.1) 
bağıntılarını sağlar ve sonsuz bir Г[𝑙, 𝑚, 𝑛]  grubunu üretirler. 
Şekil 2.4 te görüldüğü gibi 𝑇 üçgeninin kenarları üzerindeki 𝑃, 𝑄, 𝑅 yansımaları 
𝑃𝑄 = 𝐴, 𝑄𝑅 = 𝐵 ve 𝑅𝑃 = 𝐶 olacak şekilde seçilebilir. 
                                                             𝑹                  𝑷 
                                                                                 
                                                   𝑷(𝑻)            
𝜋
𝑙
                                                                    
                                                                       𝑻 
                                                              
𝜋
𝑚
                
𝜋
𝑛
              𝑸 
                                                                                         








Böylece 𝑃, 𝑄, 𝑅 yansımaları 
                              𝑃2 = 𝑄2 = 𝑅2 = (𝑃𝑄)𝑙 = (𝑄𝑅)𝑚 = (𝑅𝑃)𝑛 = 1          (2.4.2) 
bağıntılarını sağlar ve sonsuz bir Г(𝑙, 𝑚, 𝑛) grubunu üretirler. Bu grup genişletilmiş 
üçgensel grup olarak adlandırılır ve Г[𝑙, 𝑚, 𝑛] grubu Г(𝑙, 𝑚, 𝑛 ) grubunun indeksi 2 









= 1 olduğundan 𝑙, 𝑚 ve 𝑛’nin alabileceği değerler Çizelge 2.1 de 
verilmiştir.                







𝑙, 𝑚 ve 𝑛 nin farklı permütasyonlarından elde edilen üçgensel gruplar izomorf 
olduğu için Öklid düzleminde sadece Г[2, 4, 4], Г[2, 3, 6], Г[3, 3, 3] üçgensel ve 









> 1 ise (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgeni küre üzerindedir ve bu durumda aşağıdaki 
üçgensel gruplar elde edilir: 
Г[2, 3, 3], Г[2, 3, 4 ], Г[2, 3, 5], Г(2, 3, 3), Г(2, 3, 4), Г(2, 3, 5) . Bu gruplar 
sonludur ve  
Г[2, 3, 3 ]≅ 𝐴4, Г[2, 3, 4 ]≅ 𝑆4, Г[2, 3, 5 ]≅ 𝐴5,  
Г(2, 3, 3 )≅ ℤ2 × 𝐴4, Г(2, 3, 4 )≅ ℤ2 × 𝑆4, Г(2, 3, 5) ≅ ℤ2 × 𝐴5   
olduğu bilinmektedir. 
𝑙 𝑚 𝑛 
2 4 4 
4 2 4 
4 4 2 
3 3 3 
2 3 6 
2 6 3 
3 2 6 
6 2 3 
3 6 2 
6 3 2 
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2.5. Düzgün Figürler 
Tanım 2.5.1. 𝑋 bir yüzey olmak üzere,  sonlu ve bağlantılı bir 𝒢 çizgesinin 𝑋 
yüzeyine gömülmesine 𝑋 üzerinde bir figür denir. Burada, 𝑆\𝒢 açık disklerden 
oluşur ve bu disklerin her birine figürün yüzü denir. 𝒢 çizgesinin kenar ve köşelerine 
de sırasıyla figürün kenarı ve köşeleri denir.  
Tanım 2.5.2. ℳ, bir 𝑋 yüzeyi üzerinde bulunan bir figür olsun. 𝑋 yüzeyinin, 
𝑓(ℳ) = ℳ şartını sağlayan bir 𝑓 otomorfizmasına ℳ figürünün bir otomorfizması 
denir. O halde bir figürün bir otomorfizması köşeleri köşelere, kenarları kenarlara 
ve yüzleri yüzlere götürür.  
Tanım 2.5.3.  ℳ, bir 𝑋 yüzeyi üzerinde bulunan bir figür olsun. Eğer 
𝐴𝑢𝑡+ℳ grubu yönlü kenarlar üzerinde geçişli ise ℳ figürüne bir düzgün figür 
denir. Dolayısıyla bir düzgün figürün yüzleri düzgün ve eş çokgenlerden oluşur. 
Tanım 2.5.4.  ℳ, bir düzgün figür olsun. ℳ figürünün her bir köşesinin derecesi 
𝑚 ve her bir yüzünün kenar sayısı 𝑛 ise ℳ figürünün tipi {𝑚, 𝑛} dir denir.  
ℳ, cinsi 𝑔 ve tipi {𝑚, 𝑛} olan bir düzgün figür olsun. Ayrıca, bu figürün yüz, köşe 
ve kenar sayıları sırasıyla ∥F∥, ∥V∥ ve ∥E∥ olsun. Bu durumda, Euler-Poincaré 
formülü olarak bilinen   
∥F∥+∥V∥ − ∥E∥ = 2 − 2𝑔     
eşitliği geçerlidir. 
ℳ bir 𝑋 yüzeyi üzerinde {𝑚, 𝑛} tipinde bir düzgün figür ve 𝐹, ℳ figürünün yüzü 
olsun. 𝐹 yüzünün merkezi, kendisine komşu olan kenarlarının orta noktalarına ve 
köşelere geodezik doğru parçalarıyla birleştirilsin. Böylece 𝐹, 2𝑛 tane 𝑆 yüzeyi ise 


































eşitsizliği çözülerek Platonik cisimlere karşılık gelen aşağıdaki düzgün figürler 
bulunur: 
{3,3}  → Düzgün Dörtyüzlü (Tetrahedron) 
{3,4} → Küp (Hexahedron) 
{3,5} → Düzgün On İki Yüzlü (Dodecahedron) 
{4,3} → Düzgün Sekiz Yüzlü (Octahedron) 
{5,3} → Düzgün Yirmi Yüzlü (Icosahedron). 










çözülerek bulunur ve bunlar, tipleri {4,4}, {3,6} ve {6,3} olan figürlerdir. 









  eşitsizliği çözülerek bulunur. Ancak bu tür düzgün figürler bu tez 
















3. DÜZGÜN HİPERFİGÜRLER 
Tanım 3.1.  𝑋 kompakt ve yönlendirilebilir bir yüzey olsun. 𝑆 ve 𝐴  𝑋’in kapalı alt 
kümeleri olmak üzere, 𝑋 üzerinde bir topolojik hiperfigür aşağıdaki şartları sağlayan 
ve ℋ notasyonu ile gösterilen bir (𝑋, 𝑆, 𝐴) üçlüsüdür: 
(𝑖) 𝐵 = 𝑆 ∩ 𝐴 boştan farklı ve sonlu bir kümedir, 
(𝑖𝑖) 𝑆 ∪ 𝐴 bağlantılıdır, 
(𝑖𝑖𝑖) 𝑆’nin ve 𝐴’nın her bir bileşeni bir kapalı diske homeomorftur, 
(𝑖𝑣) 𝑋\(𝑆 ∪ 𝐴) kümesinin her bir bileşeni bir açık diske homeomorftur. 
𝑆 kümesinin bileşenleri hiperköşeler, 𝐴 kümesinin bileşenleri hiperkenarlar ve 
𝑋\(𝑆 ∪ 𝐴) kümesinin bileşenleri hiperyüzler olarak adlandırılır. 𝐵 = 𝑆 ∩ 𝐴 
kümesinin elemanlarına ise ortak köşeler denir. ℋ hiperfigürünün cinsi 𝑋 yüzeyinin 
cinsidir. Örneğin Şekilde 3.1 verilen altıgenin karşılıklı kenarları birleştirilirse bir 
tor yüzeyi elde edilir. Bu tor yüzeyi üzerinde 3 hiperköşesi, 3 hiperkenarı ve 3 
hiperyüzü olan bir ℋ hiperfigürü görülmektedir. 
 
                                                                        →  Hiperkenar 
 
 
                                                                                                         →   Hiperköşe 
 
       Şekil 3.1 Tor yüzeyi üzerinde tipi (3, 3, 3) olan bir hiperfigür 
Kompakt olmayan bir 𝑋 yüzeyi üzerindeki bir hiperfigür tanımı ilk tanımdakine 
benzer şekilde verilir. Sadece (𝑖) yerine şunlar gelmelidir: 
(𝑖1) Her hiperköşe ve hiperkenar sonlu sayıda ortak köşe içerir, 
(𝑖2) Bir hiperyüzün kapanışı sonlu sayıda ortak köşe içerir. 
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Hiperköşeler, hiperkenarlar ve hiperyüzler köşeleri ortak köşeler olan çokgenlerdir. 
Hiperyüzün kenarları ise 𝑆 ve 𝐴 kümelerinin sınırları tarafından içerilen yaylardır. 
Herhangi iki hiperköşe veya hiperkenar kesişmeyeceği için bir hiperyüz olan bir 
çokgenin ardışık iki kenarı 𝜕𝑆 ve 𝜕𝐴 kümeleri tarafından içerilmelidir. Dolayısıyla 
buradan şu sonuç elde edilir: 
Teorem 3.1. Her hiperyüz çift sayıda kenarı olan bir çokgendir. 
3.1. Cebirsel Hiperfigür 
Tanım 3.1.1.  ℋ bir topolojik hiperfigür ve  ℋ’nin ortak köşelerinin kümesi 𝐵 
olsun. 𝜎 ve 𝛼 𝐵’nin sırasıyla hiperköşe ve hiperkenarların pozitif yönde 
döndürülmelerine karşılık gelen permütasyonlar olsun. Örneğin Şekil 3.1 de 
𝜎 = (345)(681)(279)  
𝛼 = (123)(467)(895) ve 
 𝜎𝛼 = (175)(248)(369)  
dir. 
Burada 𝜎 ve 𝛼 permütasyonlarının devirleri ile hiperköşe ve hiperkenarlar arasında 
birebir bir eşleme vardır öyle ki devirlerin uzunluğu bunlara karşılık gelen hiperköşe 
ve hiperkenar çokgenin kenar sayısına eşittir. 𝜎𝛼 permütasyonunun her bir deviri 
ise bir hiperyüze karşılık gelir.  
Tanım 3.1.2.  𝐵 bir küme, 𝜎 ve 𝛼 𝐵’nin iki permütasyonu ve 𝐺 =< 𝜎, 𝛼 > 
grubunun 𝐵 kümesine etkisi geçişli olmak üzere, 
𝒜 = (𝐺, 𝐵, 𝜎, 𝛼) 
dörtlüsüne bir cebirsel hiperfigür denir. Eğer 𝜎, 𝛼, 𝜎𝛼 elemanlarının mertebeleri 
sırasıyla 𝑙, 𝑚, 𝑛 ise 𝒜 cebirsel hiperfigürünün tipi (𝑙, 𝑚, 𝑛) dir denir.  
Bir ℋ topolojik hiperfigürü verildiğinde buna karşılık gelen bir cebirsel figürünü 
yukarıda açıklandığı gibi oluşturabiliriz. 
𝑧(𝛿) bir 𝛿 permütasyonundaki devirlerin sayısı olmak üzere, bir cebirsel 
figürün cinsi aşağıdaki formül yardımıyla hesaplanır: 
𝑧(𝜎) + 𝑧(𝛼) + 𝑧(𝜎𝛼) = |𝐵| + 2 − 2𝑔. 
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3.2. Düzgün Hiperfigürlerin Otomorfizmaları 
Tanım 3.2.1. 𝒜𝑖 = (𝐺𝑖, 𝐵𝑖 , 𝜎, 𝛼) (𝑖 = 1, 2) iki cebirsel hiperfigür olsun. Bu 
durumda 𝑓: 𝐵1 → 𝐵2 ve  Փ: 𝐺1 →  𝐺2 fonksiyonları aşağıdaki şartları sağlayan 
(𝑓, Փ): 𝒜1 → 𝒜2  dönüşüm ikilisine 𝒜1 ve 𝒜2 cebirsel hiperfigürleri arasında bir 
izomorfizma denir: 
(𝑖) 𝑓 birebir örtendir, 
(𝑖𝑖) Փ fonksiyonu 𝜎1Փ = 𝜎2, 𝛼1Փ = 𝛼2 özelliklerini sağlayan bir grup 
izomorfizmasıdır. 
(𝑖𝑖𝑖) Aşağıda verilen diyagram değişmelidir. 
                                               𝐵1  ×  𝐺1                     𝐵1 
                                             𝑓            Փ                         𝑓 
                                             
                                              𝐵2  ×  𝐺2                      𝐵2 
Eğer 𝐵1 = 𝐵2 = 𝐵 ve 𝐺1 = 𝐺2 = 𝐺 ise (𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎 ve 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼 olmak üzere) 
(𝑓, Փ ) dönüşüm ikilisine 𝒜 = (𝐺, 𝐵, 𝜎, 𝛼) cebirsel hiperfigürünün bir 
otomorfizması denir. 
𝒜’nın bütün otomorfizmaları bileşke işlemine göre bir grup oluşturur ve bu grup 
𝐴𝑢𝑡(𝒜) notasyonu ile gösterilir. 
Tanım 3.2.2. Eğer 𝐴𝑢𝑡(𝒜) grubunun 𝐵 kümesine etkisi geçişli ise 𝒜 =
(𝐺, 𝐵, 𝜎, 𝛼) cebirsel hiperfigürü düzgündür denir. 
3.3. Bölüm Hiperfigürü 
𝒜 = (𝐺, 𝐵, 𝜎, 𝛼) bir cebirsel hiperfigür ve 𝑃 < 𝐴𝑢𝑡(𝒜) olsun. Her 𝑏 𝜖 𝐵 için [ 𝑏 ]𝑃  
𝑏’nin yörüngesini göstersin ve her 𝑔 𝜖 𝐺 için [𝑏]𝑃𝑔 = [𝑏𝑔]𝑃 olarak tanımlansın. 
Grup etkisinin çekirdeği 𝐾 olmak üzere 𝒜/𝑃 bölüm hiperfigürü 




Teorem 3.2. Tipi (𝑙, 𝑚, 𝑛) olan her 𝒜 cebirsel hiperfigürü ?̂?/𝑃 bölüm 
hiperfigürüne izomorftur. 
3.4. Evrensel Topolojik Hiperfigürler 
(𝑙, 𝑚, 𝑛) tipindeki her topolojik hiperfigür bir evrensel hiperfigürünün bölüm 




























< 1 ise hiperbolik düzlem üzerinde bulunur. Bu çalışmada küre ve Öklid 









< 1 durumu dikkate 
alınmayacaktır. 
Մ Öklid düzlemi veya küre olmak üzere, 𝑇 Մ  üzerinde bulunan, köşeleri 𝐿0, 𝑀0, 𝑁0 









  olan bir üçgen olsun. Մ’nun; 𝑇 üçgeni ve bunun kenarları 
üzerindeki yansımalar tarafından üretilen grubun elemanları altında 𝑇’nin 
görüntülerinden oluşan kaplaması göz önüne alınsın. 𝑇’nin her bir görüntüsü yine 
bir (𝑙, 𝑚, 𝑛) üçgenidir. Bu kaplamada 𝐿0 köşesinin görüntüleri 𝐿𝑖, 𝑀0 köşesinin 
görüntüleri 𝑀𝑖 ve 𝑁0 köşesinin görüntüleri de 𝑁𝑖 olarak isimlendirilecektir. 
Dolayısıyla kaplamadaki 𝐿𝑖, 𝑀𝑖 ve 𝑁𝑖 köşelerinin dereceleri sırasıyla 2𝑙, 2𝑚 ve 2𝑛 
olacaktır. Eğer 𝑇 üçgeni 𝐿0𝑁0 ve 𝑀0𝑁0 kenarları üzerinde yansıtılırsa Şekil 3.2 de 
görüldüğü gibi 𝐿1𝑀0𝑁0 ve 𝐿0𝑀1𝑁0 üçgenleri elde edilir. 
 
Şekil 3.2 Bir üçgensel kaplamadan hiperfigürün oluşturulması 
𝑇 üçgeninin 𝐿0𝑀0 kenarı üzerinde bir 𝑃0 noktası verilsin. Bunun, sırasıyla 𝐿0𝑀0 ve 
𝑀0𝑁0 kenarları üzerindeki yansımaları olan 𝑃1 ve 𝑃2 noktaları göz önüne alınsın. 
Eğer 𝑙 = 2 ise 𝑃0, 𝐿0, 𝑃1 noktaları doğrusaldır. Aksi halde, 
𝜋
𝑙
 radyan olan 𝐿0 
köşesindeki açı  
𝜋
2
 den küçüktür ve 𝑃0𝑃1 ve 𝐿0𝑁0 kenarları dik kesişir.  
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Bu işleme devam edilirse merkezi 𝐿0 olan 𝑙 kenarlı çokgen elde edilir. Benzer 
şekilde, merkezi 𝑀0 olan 𝑚 kenarlı çokgen elde edilir.  
Eğer 𝑙 = 2 veya 𝑚 = 2 ise 𝑙 veya 𝑚 kenarlı çokgenler doğru parçalarına dönüşür 
ve bunlarda 2 kenarlı çokgenler olarak düşünülebilir. Bu işlem kaplamadaki tüm 
üçgenlere uygulanırsa (Մ, Ŝ, Â) hiperfigürü elde edilir. Burada Ŝ ve Â sırasıyla 𝑙 ve 
𝑚 kenarlı çokgenlerden oluşur. Մ üzerinde Ŝ ∪ Â’nın tümleyeni 2𝑛 kenarlı 
çokgenlerden oluşur ve bunlar hiperyüzlerdir. Bu şekilde elde edilen hiperfigür 
ℋ̂(𝑙, 𝑚, 𝑛) notasyonu ile gösterilecektir. Bu da (𝑙, 𝑚, 𝑛) tipindeki evrensel topolojik 
hiperfigürdür. Böylece ℋ̂(𝑙, 𝑚, 𝑛) düzgün hiperfigürünün hiperköşe, hiperkenar ve 
hiperyüzleri ile Մ yüzeyinin 𝑙, 𝑚 ve 2𝑛 kenarlı çokgenlerle bir kaplaması elde 
edilmiş olur. Մ yüzeyi üzerinde bir ℋ̂(𝑙, 𝑚, 𝑛) düzgün hiperfigürü verilmiş olsun. 
Bu hiperfigürün komşu hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzlerinin merkezleri 
geodezik doğru parçaları ile birleştirilirse Մ yüzeyinin (𝑙, 𝑚, 𝑛)  üçgenlerinden 
oluşan bir kaplaması elde edilir. Örneğin Şekil 3.3’te Öklid düzleminin 
(2, 4, 4) üçgenleri ile kaplaması ve ℋ̂(2, 4, 4) düzgün hiperfigürü görülmektedir. 
 
Şekil 3.3 Öklid düzleminin (2, 4, 4) üçgenleri ile kaplaması 
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3.5. Küre Üzerinde Düzgün Hiperfigürler 
Küre üzerindeki düzgün hiperfigürler, kürenin düzgün ve yarı düzgün 
kaplamalarına karşılık gelir. Bunlar ise Platonik cisimler ile Arşimet cisimlerinin 
bazılarını verir. Bu cisimler herhangi bir köşesine komşu olan yüzlerin kenar 
sayılarının saatin ters yönünde listelenmesiyle elde edilen sonlu dizi yardımıyla 
sınıflandırılır. Örneğin kesik küp ve kesik düzgün dörtyüzlüye karşılık gelen diziler 









> 1 şartının sağlanması durumunda tipi (𝑙, 𝑚, 𝑛) olan hiperfigürler küre 
üzerinde bulunur ve bunlar Çizelge 3.1 de verilmiştir: 






HİPERFİGÜR ARŞİMET CİSMİ 
ℋ(2, 3, 3) Kesik dört yüzlü 
ℋ(3, 3, 2) Küp sekiz yüzlü 
ℋ(2, 3, 4) Kesik küp 
ℋ(3, 4, 2) Küçük rombi küp sekiz yüzlü 
ℋ(2, 4, 3) Kesik sekiz yüzlü 
ℋ(2, 3, 5) Kesik oniki yüzlü 
ℋ(2, 5, 3) Kesik yirmi yüzlü 




3.6. Tor Yüzeyleri Üzerinde Düzgün Hiperfigürler 
ℋ(𝑙, 𝑚, 𝑛) bir tor yüzeyi üzerinde bir düzgün hiperfigür olsun. Teorem 3.2. 










= 1 denkleminin çözümüne karşılık gelen ℋ̂(𝑙, 𝑚, 𝑛) evrensel 
hiperfigürleri Çizelge 3.2 de verilmiştir. 









NOT 3. 6.  (𝑙, 𝑚, 𝑛) tipindeki bir hiperfigürün hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzleri 
sırasıyla 𝑙, 𝑚 ve 2𝑛 kenarlı çokgenlerden oluşur. (𝑚, 𝑙, 𝑛) tipindeki bir hiperfigürün 
ise hiperyüzleri yine 2𝑛 kenarlı çokgenlerdir. Ama hiperköşe ve hiperkenarları 
sırasıyla 𝑚 ve 𝑙 kenarlı çokgenlerdir. Bunların otomorfizma grupları izomorftur. 





























Şekil 3.5 Tipi (3, 6, 2) olan bir hiperfigür 
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4. YARI PLATONİK TOR YÜZEYLERİ VE DÜZGÜN 
HİPERFİGÜR AİLELERİ 
4.1. Tipi (𝟑, 𝟑, 𝟑) olan Düzgün Hiperfigür Ailesi 






𝑖 olan üçgen olsun. Bu üçgenin 




 olmak üzere,  
𝑎(𝑧) = 𝑧̅ , 𝑏(𝑧) = 𝑢𝑧̅  ve  𝑐(𝑧) = ?̅?(𝑧̅ − 1) + 1 
ile verilen fonksiyonlardır. Bu üç yansıma bileşke işlemine göre bir 𝑈 grubunu üretir 
ve aşağıdaki bağıntıları sağlar: 
𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = 1. 
Aşağıda verilen 𝑡11 ve 𝑡12: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun bir 𝐺1 alt grubunu 
üretir:  
𝑡11(𝑧) = (𝑎𝑐)
2(𝑐𝑏)2(𝑏𝑎)2(𝑧) = 𝑧 + 3, 
𝑡12(𝑧) = (𝑏𝑐)
2(𝑐𝑎)2(𝑎𝑏)2(𝑧) = 𝑧 + 3𝑣. 




 dir. 𝑡11 ve 𝑡12 ötelemeler oldukları için ℂ/𝐺1 bir tor yüzeyini verir. 
Bu tor yüzeyini 𝑇1 ile gösterelim. Şekil 4.1 de verilen ve köşeleri 0, 3, 3𝑣 ve 3 + 3𝑣 
olan eşkenar dörtgen 𝐺1 grubu için bir temel bölgedir. Şekil 4.1 de görüldüğü gibi, 
𝑇1 = ℂ/𝐺1 yüzeyi her biri 𝑇 üçgenine eş olan 18 eşkenar üçgene bölünmüştür.  
 
Şekil 4.1 𝐺1 grubu için bir temel bölge 
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(Corn ve Singerman, 1988) de açıklandığı gibi, 𝑇1 üzerinde tipi (3,3,3) olan ve 3 
hiperköşe, 3 hiperkenar ve 3 hiperyüzü bulunan bir ℋ1 düzgün hiperfigürü 
mevcuttur, Şekil 4.2. Dolayısıyla 𝑇1 yarı Platonik bir tor yüzeyidir. 
            
Şekil 4.2 𝑇1 yüzeyi üzerinde ℋ1 hiperfigürü 
Eğer ℋ1 hiperfigürünün komşu hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzlerinin merkezleri 
geodezik doğru parçalarıyla birleştirilirse, yukarıda bahsedilen 18 eşkenar üçgen 
tekrar elde edilir. Bu üçgenlerden herhangi birinin kenarları üzerindeki yansımalar 
ℋ1 hiperfigürünün tüm otomorfizmalarından oluşan grubu yani 𝐴𝑢𝑡(ℋ1) grubunu 
üretir. Bu grup 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = (𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2 = 1⟩ 
olarak ifade edilebilir ve mertebesi 18 dir. 
Benzer şekilde aşağıda verilen 𝑡21 ve 𝑡22: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun bir 𝐺2 
alt grubunu üretir:  
𝑡21(𝑧) = 𝑡11(𝑡11(𝑧)) = 𝑧 + 6,  𝑡22(𝑧) = 𝑡12(𝑡12(𝑧)) = 𝑧 + 6𝑣. 
Şekil 4. 3 de verilen ve köşeleri 0, 6, 6𝑣 ve 6 + 6𝑣 olan eşkenar dörtgen 𝐺2 grubu 
için bir temel bölgedir ve 𝑇2 = ℂ/𝐺2 bir tor yüzeyidir. Ayrıca 𝐺2 grubunun temel 
bölgesinin alanı 𝐺1 grubunun temel bölgesinin alanının 4 katı olduğu için, 
𝑇2 üzerinde 12 hiperköşe, 12 hiperkenar ve 12 hiperyüzü bulunan bir ℋ2 düzgün 




                 Şekil 4.3 𝑇2 yüzeyi üzerinde ℋ2 hiperfigirü 
ℋ2 in tüm otomorfizmalarından oluşan grup 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = ((𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2)2 = 1⟩ 
biçimindedir ve mertebesi 72 dir. 
Bu şekilde devam edilirse, her 𝑘 pozitif tamsayısı için, 𝑈 grubunun  
𝑡𝑘1(𝑧) = 𝑡11
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 3𝑘 ve 𝑡𝑘2(𝑧) = 𝑡12
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 3𝑘𝑣 
ötelemeleri tarafından üretilen 𝐺𝑘 alt grubu elde edilir. Bu durumda 𝑇𝑘 = ℂ/𝐺𝑘 tor 
yüzeyi üzerinde, ℋ𝑘 ile gösterilen ve 3𝑘
2 hiperköşe, 3𝑘2 hiperkenar ve 3𝑘2 
hiperyüzü bulunan bir düzgün hiperfigür mevcuttur. 
ℋ𝑘 düzgün hiperfigürünün tüm otomorfizmalarından oluşan grup (𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘)) 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = ((𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2)𝑘 = 1⟩ 






Çizelge 4.1 de 𝑘 nin alacağı ilk 10 değere karşılık gelen düzgün hiperfigürler ve 
bunlara ait bazı detaylar verilmektedir. Çizelgede |𝑉ℋ𝑘|, |𝐸ℋ𝑘|,  |𝐹ℋ𝑘|,  ve 
|𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘)| sırasıyla ℋ𝑘 hiperfigürünün hiperköşe, hiperkenar, hiperyüz sayılarını 
ve tüm otomorfizmalarından oluşan grubun mertebesini göstermektedir.  
Çizelge 4.1 Tipi (3,3,3) olan düzgün hiperfigürler ailesi 
 
𝑘 ℋ𝑘 |𝑉ℋ𝑘| |𝐸ℋ𝑘|  |𝐹ℋ𝑘|   |𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘)| 
1 ℋ1 3 3 3 18 
2 ℋ2 12 12 12 72 
3 ℋ3 27 27 27 162 
4 ℋ4 48 48 48 288 
5 ℋ5 75 75 75 450 
6 ℋ6 108 108 108 648 
7 ℋ7 147 147 147 882 
8 ℋ8 192 192 192 1152 
9 ℋ9 243 243 243 1458 
10 ℋ10 300 300 300 1800 
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Yukarıda bahsedilen ve her 𝑘 pozitif tamsayısı için ℋ𝑘 hiperfigürünün mertebesi 𝑘 
olan (𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2 otomorfizması, (Melekoğlu, 2018) tarafından tanımlanmış 
ve dönel otomorfizma olarak adlandırılmıştır. Tipi (𝑙, 𝑚, 𝑛) olan bir düzgün 
hiperfigürün dönel otomorfizmaları; 𝑙, 𝑚 ve 𝑛 nin tek veya çift olma durumlarına 
göre; 1, 2 veya 3 eşlenik sınıfına ayrılırlar, (Melekoğlu, 2018). 𝑙 = 𝑚 = 𝑛 = 3 
olduğu için bu kısımdaki her bir düzgün hiperfigürün tüm dönel otomorfizmaları 
eşleniktir. 
Dönel otomorfizmalar yardımıyla bazı düzgün figürlerin otomorfizma gruplarının 
ifade edilebileceği (Melekoğlu ve Singerman, 2016) da gösterilmiştir. Benzer 
çalışmalar (Conder ve Melekoğlu, 2017) de Hurwitz yüzeyleri üzerindeki düzgün 
figürler için yapılmıştır.  
Tipi (3,3,3) olan bir düzgün hiperfigürün tüm otomorfizmalarından oluşan grubun 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = 1⟩ 
şeklinde olacağı aşikardır. Ancak bu grup sonlu olmadığı için, bir tor yüzeyi 
üzerindeki bir düzgün hiperfigürün tüm otomorfizmalarından oluşan gruba izomorf 
olamaz. Bu nedenle yukarıdaki ifadedeki bağıntılar, Öklid düzleminde tipi (3,3,3) 
olan bir düzgün hiperfigürün tüm otomorfizmalarından oluşan grubu verir.  
Bu kısımda her 𝑘 pozitif tamsayısı için elde edilen ℋ𝑘 hiperfigürü için 𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘) 
grubu 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)3 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)3 = ((𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2)𝑘 = 1⟩ 
olarak bulunur. Buradaki ((𝑎𝑏)2(𝑏𝑐)2(𝑐𝑎)2)𝑘 = 1 bağıntısının bir dönel 
otomorfizmadan elde edildiği açıktır. Bundan sonraki kısımlarda da görüleceği gibi, 
dönel otomorfizmalar kullanılarak bazı düzgün hiperfigürlerin de otomorfizma 




4.2 Tipi (𝟐, 𝟑, 𝟔) olan Düzgün Hiperfigür Ailesi 









𝑖 olan üçgen olsun. Bu üçgenin 




 olmak üzere,  
𝑎(𝑧) = 𝑧̅ , 𝑏(𝑧) = −𝑧̅ + 1 ve  𝑐(𝑧) = 𝑢𝑧̅  
olarak verilen fonksiyonlardır. Bu üç yansıma bileşke işlemine göre bir 𝑈 grubunu 
üretir ve aşağıdaki bağıntıları sağlar: 
𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)6 = 1. 
Aşağıda verilen 𝑡11 ve 𝑡12: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun bir 𝐺1 alt grubunu 
üretir:  
𝑡11(𝑧) = 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐(𝑧) = 𝑧 + √3, 𝑡12(𝑧) = 𝑐𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎 = 𝑧 + 2𝑣. 




 dir. 𝑡11 ve 𝑡12 ötelemeler oldukları için ℂ/𝐺1 bir tor yüzeyidir. Bu 
tor yüzeyini 𝑇1 ile gösterelim. Şekil 4.4 de verilen ve köşeleri 0, √3, 2𝑣  ve √3+2𝑣 
olan eşkenar dörtgen 𝐺1 grubu için bir temel bölgedir. Şekil 4.4 te görüldüğü gibi, 
𝑇1 = ℂ/𝐺1  yüzeyi her biri 𝑇 üçgenine eş olan 12 üçgene bölünmüştür.  
 
Şekil 4.4 𝐺1 grubu için bir temel bölge 
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Bir önceki kısımda olduğu gibi, 𝑇1 üzerinde tipi (2, 3, 6) olan ve 2 hiperköşe, 2 
hiperkenar ve 1 hiperyüzü bulunan bir ℋ1 düzgün hiperfigürü vardır, Şekil 4.5. 
 
Şekil 4.5 𝑇1 yüzeyi üzerinde ℋ1 hiperfigürü 
Eğer ℋ1 hiperfigürünün komşu hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzlerinin merkezleri 
geodezik doğru parçalarıyla birleştirilirse, yukarıda bahsedilen 12 üçgen tekrar elde 
edilir. Bu üçgenlerden herhangi birinin kenarları üzerindeki yansımalar 
𝐴𝑢𝑡(ℋ1) grubunu (ℋ1 hiperfigürünün tüm otomorfizmalarından oluşan grubu) 
üretir. Bu grup 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)6 = 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐 = 1⟩ 
biçimindedir ve mertebesi 12 dir. 
Benzer şekilde aşağıda verilen 𝑡21 ve 𝑡22: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun bir 𝐺2 
alt grubunu üretir:  
𝑡21(𝑧) = 𝑡11(𝑡11(𝑧)) = 𝑧 + 2√3, 𝑡22(𝑧) = 𝑡12(𝑡12(𝑧)) = 𝑧 + 4𝑣. 
Şekil 4. 6 da verilen ve köşeleri 0, 2√3, 4𝑣 ve 2√3+4𝑣 olan eşkenar dörtgen 𝐺2 
grubu için bir temel bölgedir ve 𝑇2 = ℂ/𝐺2 bir tor yüzeyidir. Ayrıca 𝐺2 grubunun 
temel bölgesinin alanı 𝐺1 grubunun temel bölgesinin alanının 4 katı olduğu için, 
𝑇2 üzerinde 8 hiperköşe, 8 hiperkenar ve 4 hiperyüzü bulunan bir ℋ2 düzgün 
hiperfigürünün mevcut olduğu kolayca görülür, Şekil 4.6. 
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Şekil 4.6  𝑇2 yüzeyi üzerinde ℋ2 hiperfigürü 
𝐴𝑢𝑡(ℋ2) grubu,  
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)6 = (𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐)2 = 1⟩ 
biçimindedir ve mertebesi 48 dir. 
Daha önce olduğu gibi genelleştirme yapılırsa, her 𝑘 pozitif tamsayısı için, 𝑈 
grubunun  
𝑡𝑘1(𝑧) = 𝑡11
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 𝑘√3 ve 𝑡𝑘2(𝑧) = 𝑡12
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 2𝑘𝑣 
ötelemeleri tarafından üretilen 𝐺𝑘 alt grubu elde edilir. Bu durumda 𝑇𝑘 = ℂ/𝐺𝑘 tor 
yüzeyi üzerinde, ℋ𝑘 ile gösterilen ve 2𝑘
2 hiperköşe, 2𝑘2 hiperkenar ve 𝑘2 
hiperyüzü bulunan bir düzgün hiperfigür mevcuttur. Üzerinde bir düzgün hiperfigür 
bulundurduğu için  𝑇𝑘 yarı Platonik bir tor yüzeyidir.  
Mertebesi 12𝑘2 olan 𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘) grubu 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)3 = (𝑎𝑐)6 = (𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐)𝑘 = 1⟩ 
biçiminde ifade edilebilir. 
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Çizelge 4.2 de 𝑘 nin alacağı ilk 10 değere karşılık gelen düzgün hiperfigürler ve 
bunlara ait bazı detaylar verilmektedir. Burada kullanılan notasyonlar bir önceki 
çizelgedekilerle aynıdır.  
          Çizelge 4.2 Tipi (2,3,6) olan düzgün hiperfigürler ailesi 
 
 
𝑘 ℋ𝑘 |𝑉ℋ𝑘| |𝐸ℋ𝑘|  |𝐹ℋ𝑘|   |𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘)| 
1 ℋ1 2 2 1 12 
2 ℋ2 8 8 4 48 
3 ℋ3 18 18 9 108 
4 ℋ4 32 32 16 192 
5 ℋ5 50 50 25 300 
6 ℋ6 72 72 36 432 
7 ℋ7 98 98 49 588 
8 ℋ8 128 128 64 768 
9 ℋ9 162 162 81 972 
10 ℋ10 200 200 100 1200 
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Bu kısımda karşılaşılan ve her 𝑘 pozitif tamsayısı için ℋ𝑘 hiperfigürünün mertebesi 
𝑘 olan 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐 otomorfizması, (Melekoğlu ve Singerman, 2016) tanımlanmış ve 
dönel otomorfizma olarak adlandırılmıştır. Aynı makaledeki sonuçlar gereğince bu 
kısımdaki düzgün hiperfigürlerin dönel otomorfizmaları iki eşlenik sınıfına 
ayrılırlar. Bu sınıflardan biri için 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑐 otomorfizması temsilci olarak alınabilir. 
(Melekoğlu ve Singerman, 2016) da verilen sonuçlar yardımıyla, diğer eşlenik 
sınıfının temsilcisi olarak 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏(𝑎𝑐)2𝑎 otomorfizmasının alınabileceği 
görülmektedir. Benzer şekilde bu temsilci kullanılarak, düzlemde ötelemeler ve 
bunların ürettiği grupların bölüm uzayları olan tor yüzeyleri üzerinde yukarıda 
olduğu gibi sonsuz düzgün hiperfigür ailesi tanımlanabilir. 
Bu kısımda, (2,3,6) üçgensel grubunun normal alt grubu olan ve iki öteleme 
tarafından üretilen gruplar ve bunların bölüm uzayı olan yarı Platonik tor yüzeyleri 
üzerinde bulunan ve tipi (2,3,6) olan düzgün hiperfigürler incelendi. (Corn ve 
Singerman, 1988) de açıklanan yöntem kullanılarak, yarı Platonik tor yüzeyleri 
üzerinde tipleri (2,6,3) ve (3,6,2) olan düzgün hiperfigür aileleri belirlenebilir ve 
bunların bazı cebirsel, topolojik ve geometrik özellikleri benzer şekilde 
incelenebilir. Yapılan işlemler standart olduğu için, tipleri (2,6,3) ve (3,6,2) olan 
düzgün hiperfigür ailelerine ait detaylar bu çalışmaya dâhil edilmemiştir. 
4.3 Tipi (𝟒, 𝟒, 𝟐) olan Düzgün Hiperfigür Ailesi 









𝑖 olan üçgen olsun. Bu üçgenin 
kenarları üzerindeki yansımalar, 
𝑎(𝑧) = 𝑧̅ , 𝑏(𝑧) = −𝑧̅ + 1 ve  𝑐(𝑧) = 𝑖𝑧̅  
olarak verilen fonksiyonlardır. Bu üç yansıma bileşke işlemine göre bir 𝑈 grubunu 
üretir ve aşağıdaki bağıntıları sağlar: 
𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)4 = (𝑎𝑐)4 = 1. 
Aşağıda verilen 𝑡11 ve 𝑡12: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun bir 𝐺1 alt grubunu 
üretir:  
𝑡11(𝑧) = 𝑏𝑐𝑎𝑐(𝑧) = 𝑧 + 1, 𝑡12(𝑧) = 𝑎𝑐𝑏𝑐 = 𝑧 + 𝑖. 
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Burada 𝑡11 ve 𝑡12 ötelemeler oldukları için ℂ /𝐺1 bir tor yüzeyidir. Bu tor yüzeyini 
𝑇1 ile gösterelim. Şekil 4.7 de verilen ve köşeleri 0, 1, 𝑖  ve 1 + 𝑖 olan kare 𝐺1  grubu 
için bir temel bölgedir. Şekil 4.7 de görüldüğü gibi, 𝑇1 yüzeyi her biri 𝑇 üçgenine 
eş olan 8 üçgene bölünmüştür.  
 
Şekil 4.7 𝐺1 grubu için bir temel bölge 
 
Bir önceki kısımda olduğu gibi 𝑇1 üzerinde 1 hiperköşe, 1 hiperkenar ve 2 hiperyüzü 
bulunan bir ℋ1 düzgün hiperfigürü mevcuttur, Şekil 4.8. 
 
Şekil 4.8 𝑇1 yüzeyi üzerinde ℋ1 hiperfigürü 
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Eğer ℋ1 hiperfigürünün komşu hiperköşe, hiperkenar ve hiperyüzlerinin 
merkezleri geodezik doğru parçalarıyla birleştirilirse, yukarıda bahsedilen 8 üçgen 
tekrar elde edilir. Bu üçgenlerden herhangi birinin kenarları üzerindeki yansımalar 
ℋ1 hiperfigürünün tüm otomorfizmalarından oluşan grubu üretir. Mertebesi 8 olan 
bu grup 
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)4 = (𝑎𝑐)4 = 𝑎𝑐𝑏𝑐 = 1⟩ 
biçiminde ifade edilebilir. 
Benzer şekilde aşağıda verilen 𝑡21 ve 𝑡22: ℂ →  ℂ ötelemeleri de 𝑈 grubunun diğer 
bir alt grubunu üretir:  
𝑡21(𝑧) = 𝑡11(𝑡11(𝑧)) = 𝑧 + 2, 𝑡22(𝑧) = 𝑡12(𝑡12(𝑧)) = 𝑧 + 2𝑖. 
Bu grubu 𝐺2 ile gösterelim. Şekil 4.9 da verilen ve köşeleri 0, 2, 2𝑖  ve 2 + 2𝑖 olan 
kare 𝐺2 grubu için bir temel bölgedir ve 𝑇2 = ℂ/𝐺2 bir tor yüzeyidir. Ayrıca 𝐺2 
grubunun temel bölgesinin alanı 𝐺1 grubunun temel bölgesinin alanının 4 katı 
olduğu için, 𝑇2 üzerinde 4 hiperköşe, 4 hiperkenar ve 8 hiperyüzü bulunan bir ℋ2 
düzgün hiperfigürünün mevcut olduğu kolayca görülür, Şekil 4.9. 
      
Şekil 4.9  𝑇2 yüzeyi üzerinde ℋ2 hiperfigürü 
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𝐴𝑢𝑡(ℋ2) grubu (ℋ2 hiperfigürünün tüm otomorfizmalarından oluşan grup)  
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)4 = (𝑎𝑐)4 = (𝑎𝑐𝑏𝑐)2 = 1⟩ 
biçimindedir ve mertebesi 32 dir. 
Şimdi yukarıdaki sonuçlar genelleştirilirse, her 𝑘 pozitif tamsayısı için, 𝑈 grubunun  
𝑡𝑘1(𝑧) = 𝑡11
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 𝑘 ve  𝑡𝑘2(𝑧) = 𝑡12
𝑘(𝑧) = 𝑧 + 𝑘𝑖 
ötelemeleri tarafından üretilen 𝐺𝑘 alt grubu elde edilir. Bu durumda 𝑇𝑘 = ℂ /𝐺𝑘  tor 
yüzeyi üzerinde, ℋ𝑘 ile gösterilen ve 𝑘
2 hiperköşe, 𝑘2 hiperkenar ve 2𝑘2 hiperyüzü 
bulunan bir düzgün hiperfigür mevcuttur. 
ℋ𝑘 nin tüm otomorfizmalarından oluşan grup  
⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑏𝑐)4 = (𝑎𝑐)4 = (𝑎𝑐𝑏𝑐)𝑘 = 1⟩ 
biçimindedir ve mertebesi 8𝑘2 dir. 
Çizelge 4.3 de 𝑘 nin alacağı ilk 10 değere karşılık gelen düzgün hiperfigürler ve 
bunlara ait bazı detaylar verilmektedir. Burada kullanılan notasyonlar bir önceki 












Çizelge 4.3 Tipi (4, 4, 2) olan düzgün hiperfigürler ailesi 
 
 
𝑘 ℋ𝑘 |𝑉ℋ𝑘| |𝐸ℋ𝑘|  |𝐹ℋ𝑘|   |𝐴𝑢𝑡(ℋ𝑘)| 
1 ℋ1 1 1 2 8 
2 ℋ2 4 4 8 32 
3 ℋ3 9 9 18 72 
4 ℋ4 16 16 32 128 
5 ℋ5 25 25 50 200 
6 ℋ6 36 36 72 288 
7 ℋ7 49 49 98 392 
8 ℋ8 64 64 128 512 
9 ℋ9 81 81 162 648 
10 ℋ10 100 100 200 800 
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Bu kısımdaki hiperfigürlerin tipleri (4, 4, 2) olduğu için bunların dönel 
otomorfizmaları üç eşlenik sınıfına ayrılırlar, (Melekoğlu, 2018) . Bunlardan sadece 
𝑎𝑐𝑏𝑐 temsilci otomorfizması kullanılarak değişik tor yüzeyleri üzerinde sonsuz 
düzgün hiperfigür ailesi tanımlandı. Benzer şekilde, diğer iki sınıftan da temsilciler 
seçilerek, sonsuz düzgün hiperfigür aileleri tanımlanabilir.  
Bu kısımda, (2, 4, 4) üçgensel grubunun normal alt grubu olan ve iki öteleme 
tarafından üretilen gruplar ve bunların bölüm uzayı olan tor yüzeyleri üzerinde 
bulunan ve tipi (4,4,2) olan düzgün hiperfigürler incelendi. Eğer bunlar yerine tipi 
(2, 4, 4) olan düzgün hiperfigürler alınmış olsaydı benzer sonuçlar elde edilebilirdi. 
Yani tor yüzeyleri üzerinde tipi (2, 4, 4) olan sonsuz düzgün hiperfigür aileleri ve 
bunlara ait cebirsel, topolojik ve geometrik bilgiler aynı yöntemler kullanılarak elde 
edilebilirdi. Ancak yapılan işlemler benzer olduğu için, tipi (2, 4, 4) olan düzgün 




















Bu tez çalışmasında ilk olarak Öklid düzleminde tor yüzeyleri üzerinde hiperfigür 
kavramları tanıtıldı. Daha sonra tor yüzeyleri üzerinde tipi (3, 3, 3), (2, 3, 6) ve 
(4, 4, 2) olan düzgün hiperfigür aileleri ele alındı. Üçgensel grupların lineer 
bağımsız iki öteleme tarafından üretilen alt grupları ve dönel otomorfizmalar 
yardımıyla bu ailelere ait olan düzgün hiperfigürlerin bazı geometrik, topolojik ve 
cebirsel özellikleri incelendi. Benzer çalışmalar, hiperbolik düzlemdeki düzgün 
hiperfigürler ve dolayısıyla cinsi birden büyük olan kompakt Riemann yüzeyleri 
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